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Двойной интеграл 
 
Основные сведения 
 
Определение двойного интеграла 
 
На плоскости Oxy рассмотрим некоторую замкнутую область D, огра-
ниченную замкнутой линией L. 
Пусть в D задана непрерывная функция   ,z f x y . Произвольными 
линиями разобьем D на n элементарных областей iS , площади которых 
 1,iS i n   (рис. 1). 
В каждой области iS  выберем про-
извольную точку  ,i i iP x y . Диамет-
ром id  области iS  называется длина 
наибольшей из хорд, соединяющих 
граничные точки iS . 
Выражение вида: 
 
1
,
n
n i i i
i
I f x y S

                (1) 
 
 
называется n-й интегральной суммой для функции   ,z f x y  в об-
ласти D. 
Вследствие произвольного разбиения области D на элементарные 
области iS  и случайного выбора в них точек iP  можно составить бесчис-
ленное множество указанных сумм. Однако, согласно теореме суще-
ствования и единственности, если функция   ,z f x y , например, непре-
рывна в D и линия L – кусочно-гладкая, предел всех этих сумм, найден-
ных при условии  0id , всегда существует и единственен. 
Двойным интегралом функции   ,z f x y  по области D называ-
ется 
0
lim
i
n
d
I , обозначаемый   ,
D
f x y dS . 
Таким образом, по определению 
   


  0
1
, lim ,
i
n
i i i
d
iD
f x y dS f x y S                             (2). 
Здесь и далее будем предполагать, что функция   ,z f x y  непрерыв-
на в области D и линия L – кусочно-гладкая, поэтому указанный в фор-
муле (2) предел всегда существует. 
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Свойства двойного интеграла 
1.     , ,
D D
cf x y dS c f x y dS   c const . 
2.              , , , ,
D D D
f x y g x y dS f x y dS g x y dS . 
3. Если    , ,f x y g x y , то     , ,
D D
f x y dS g x y dS . 
4.     , ,
D D
x y dS f x y dS . 
5.      
 
   , , ,
D D D
f x y dS f x y dS f x y dS , где D и D  – области, на 
которые разбита область D некоторой кривой. 
6. Если в D   ,m f x y M , то  
   ,D D
D
m S f x y dS M S , 
откуда    , D
D
f x y dS S    m M , DS  – площадь области D. 
В прямоугольных декартовых координатах dS dxdy . 
 
Геометрический смысл двойного интеграла 
1. Если   , 0f x y , то двойной интеграл от функции   ,z f x y  по об-
ласти D равен объему тела, ограниченного сверху поверхностью 
  ,z f x y , с боков цилиндрической поверхностью с образующими 
параллельными оси Oz (направляющей служит граница L области 
D), снизу – плоскостью  0z . 
2. Площадь S области D может быть 
найдена по формуле 
 
D
S dxdy . 
Физический смысл двойного инте-
грала 
Двойной интеграл от функции 
  , 0z f x y  по области D представ-
ляет собой массу пластинки D, если 
плотностью этой пластинки в точке 
( , )P x y  считать функцию  ,f x y . 
Рисунок  2 
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D
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Приведение двойного интеграла к повторному в случае 
криволинейной области 
 
Различают два основных вида области интегрирования: 
1. Область первого вида D  ограниченную слева и справа прямыми 
x a , x b   a b  соответствен-
но, снизу – кривой  1y x , 
сверху – кривой  2y x  
   2 1x x    , каждая из кото-
рых пересекается с вертикалью 
x    a b   только в одной 
точке (область является правиль-
ной относительно оси Oy) 
(Рис. 3). 
 
2. Область второго вида D  ограниченную снизу и сверху прямыми 
y c , y d  соответственно, 
слева – кривой  1x y , 
справа – кривой  2x y  
   2 1y y    , каждая из ко-
торых пересекается с гори-
зонталью y    c d   
только в одной точке (область 
правильная относительно 
Ox). (Рис. 4). 
Если для функции  ,f x y , 
определенной в области D , существует двойной интеграл, то выполня-
ется равенство 
   
 
 2
1
, ,
xb
D a x
f x y dS dx f x y dy


                                     (1). 
В случае области второго вида D  (правильной относительно оси Ox) 
   
 
 2
1
, ,
yd
D c y
f x y dS dy f x y dx


                                    (2). 
Если область интегрирования не является целиком правильной ни от-
носительно оси Ox, ни относительно оси Oy, то стараются разбить на 
части, каждая из которых относится к одной из этих видов (рис. 5 а, б, в). 
y 
x 
A 
b 0 a 
B 
y=  1 x  
y=  2 x  
Рисунок 3 
D  
C 
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Рисунок 4 
 1x x  
 7
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
В повторном интеграле (1) интегрирование производится сначала по 
y, при этом x считается постоянным; пределы интегрирования  1 x  и 
 2 x  представляет собой правые части уравнений линий  1y x , 
 2y x , ограничивающих область Dснизу и сверху соответственно. 
В результате интегрирования получается функция от x, которую потом 
интегрируют по x в постоянных пределах a и b. 
В повторном интеграле (2) интегрирование производится сначала по x 
от  1 y  до  2 y , при этом y считается постоянным, затем полученную 
функцию от y интегрируют по y в пределах от c до d. 
Замечание 1. В повторном интеграле (1) нижний предел интегрирова-
ния по x равен наименьшей абсциссе точки границы области D  (рис. 3), 
верхний предел b равен наибольшей абсциссе. 
Замечание 2. В повторном интеграле (2) постоянные пределы инте-
грирования c и d являются наименьшей и наибольшей ординатами точек 
границы области D  (рис. 4). 
Пример 1. 
Вычислить 
D
xy dxdy , где D является прямоугольником с границами 
4x  , 8x  , 1y  , 2y  . 
Решение. 
По формуле (1) имеем 
8 2
4 1D
xydxdy dx xydy   . 
Так как  
2
2
1
2 3
4 1
2 2 21
y x
xydy x x    , 
то  
8 2 8 8
2
4 1 4 4
83 3 3 3
64 16 36
2 2 2 2 44
x
dx xy dy x dx x dx          . 
Следовательно, 36
D
xy dxdy  . 
С1 С2 
D1 D2 
 2x y  
 1x y  
 1x f y  
x 
B 
0 
y б 
Рисунок 5 
y 
0 
a 
A 
 1y x  
B 
 2y x  
 1y f x  
x x 0 
y в 
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Замечание. Тот же результат можно получить и по формуле (2): 
2 8
1 4D
xy dxdy dy xy dx   . Действительно, 
8
4
8 64 16
24
2 24
x
xy dx y y y

   , 
поэтому  
2 8 2
2
1 4 1
2
24 12 12 4 1 36
1
dy xydx ydy y       . 
Пример 2. 
Вычислить 3
D
x y dxdy , D  ограничено линиями
2y x , 2y x  . 
Решение. 
Построим область D . 
Найдем точки пересечения парабо-
лы 2y x  и прямой 2y x  : 
2 2x x  ; 2 2 0x x   ; 1 1x   ; 
2 2x  ; 1 1y  , 2 4y  . 
Следовательно, точки пересечения 
 1;1A   и  2;4B . 
Эта область является правильной 
относительно оси Oy: снизу она огра-
ничена кривой 2y x , сверху – 
2y x  , 1 2x   . 
Следовательно, 
  
2
2 2 2 2
3 2 3
23 3 4
2
1 1 1
2
2
2 2
x
D x
xx y x
x y dxdy dx x y dy dx x x dx
x

  

           
 
2
6 5 8
5 4 3 7 4
1
21 1
4 4 4
2 2 6 5 8 1
x x x
x x x x dx x

 
         
 
  
1 64 4 32 1 4 1
16 32 1
2 6 5 6 5 8
    
            
    
1
10
80
. 
Пример 3. 
Вычислить 
D
dxdy , D  ограничено линиями 6xy  , 7x y  . 
Решение. 
Найдем точки пересечения гиперболы 6xy   и прямой 7x y  . Для 
этого решим систему уравнений: 
7
6
x y
xy
 



 
7
7 6
x y
y y
 

 

2
7
7 6
x y
y y
 

 

2
7
7 6 0
x y
y y
 

  
   1 2
1 2
1, 6
6, 1.
y y
x x
 
 
 
2y x   
2  2y x  
1  
4  
2  x 
y 
0 
B  
A  
1 
3  
1 
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Следовательно, точки пересечения 
 1;6A  и  6;1B . 
Эту область можно рассматривать 
как область первого D  и второгоDви-
да. 
Область D  снизу ограничена кривой 
6
y
x
  (выражен y из уравнения гипер-
болы), сверху – отрезком прямой 
7y x   (y выражен из уравнения пря-
мой), 1 6x  . Это частный случай об-
ласти первого вида (рис. 3). 
   
6 7 6 6
61 1 1
7
6
76
x
D
x
x
x dxdy dx x dy dx xy x x x dx
x
x
 
 
       
       
 
6
2 3 3
2
1
6 6 7 1
7 6 7 6 18 7 36 6
2 3 3 2 31
x x
x x dx x
 
              
 

125
6
. 
Пример 4. 
Изменить порядок интегрирования в повторном интеграле 
 
2
1 3
2 1
,
x
x
dx f x y dy

 
  . 
Решение. 
Область интегрирования D  ограничена линиями: 
21; 1.
2; 3 .
x y x
x y x
  
   
 
Найдем точки пресечения параболы 
2 1y x   и прямой 3y x  . 
2 1;
3 .
y x
y x
  

 
 
2
2
1 3
2 0.
x x
x x
  
  
 
1 2
1 2
1, 2
2 5.
x x
y y
  
 
 
Получили  1;2A ,  2;5B  .  
Область D  – область первого вида, к 
области второго вида она не относит-
ся, но ее можно разбить на две области второго вида прямой 2y  . 
2
3y x 
1
5
1 x 
y 
0 
2 1y x 
2
3
A
1
B
C
D
2
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Область второго вида с границей АВС слева ограничена кривой 
1x y    (x выразим из уравнения 2 1y x  : 2 1x y  , 1x y   , 
для 0x   1x y   , для 0x   1x y  ) справа – линией 3x y   (x 
выражено из уравнения 3y x  ), снизу – линией 2y  . Область с гра-
ницей АВС – частный случай области второго вида (рис. 4), 2 5y  . 
Область с границей АСD – второго вида, слева она ограничена кривой 
1x y   , справа – кривой 1x y  , сверху – линией 2y  , 1 2y  . 
Значит, интеграл можно представить в виде суммы двух интегралов: 
     
2
1 31 3 2 5
2 1 21 11
, , ,
y yx
y yx
dx f x y dy dy f x y dx dy f x y dx
 
    
       . 
Пример 5.  
Изменить порядок интегрирования в повторном интеграле 
 
2
4 2
0 4
,
x
x x
dx f x y dy

  . 
Решение. 
Область D  интегрирования ограничена линиями: 
2
0; 4
4 ; 2 .
x x
y x x y x
 
  
 
24y x x   – уравнение окружности с центром  2;0  радиуса 2r  ; 
0y  . 
2y x  – уравнение параболы с вершиной в начале координат, 0y  . 
Рассмотрим область D  относительно 
оси Ox. 
Разобьем ее прямой 2y   на три об-
ласти, правильные относительно Ox. 
Область с границей АЕС слева ограни-
чена кривой 2y x , необходимо выра-
зить х: 
2
4
y
x  ; справа она ограничена 
линией 4x  , снизу – линией 2y  , 
2 4y  . 
Область АВО слева ограничена кривой 
2
4
y
x  , справа – дугой окружности, из 
уравнения которой 22 4x y    , т.к. для этой области 2x  , поэтому 
22 4x y   . Сверху область ограничена линией 2y  , 0 2y  . 
4
 
B
4
 
2y 
x 
y 
O 
2y x
2
A
C
D
2
E
 11
Область с границей BCD справа ограничена линией 4x  , слева 
22 4x y    (т.к. 2x  ), сверху – линией 2y  , 0 2y  . 
Т.о. данный интеграл можно представить как сумму трех интегралов: 
     
2
22 2
2 44 2 2 2 4
0 0 04 2 4
4
, , ,
yx
yx x y
dx f x y dy dy f x y dx dy f x y dx
 
  
         
 
2
4 4
2
4
,
y
dy f x y dx  . 
Задания. 
1. Вычислить: 
3
D
y
dxdy
x ,  1,2;4,8D  .     



Ответ: 9.



 
2. Вычислить:  2
D
x y dxdy , если область D  ограничена линиями 
2y x  и 2y x .     



Ответ: 
33
140
.



 
3.  Вычислить:  cos
D
x x y dxdy , если область D  ограничена лини-
ями 0y   и x  , y x .     



Ответ: 
2

 .



 
4. Вычислить: 
D
x dxdy , если область D  ограничена линиями 
2y x  
и 2y x .     



Ответ: 
4
3
.



 
5.  Изменить порядок интегрирования в повторном интеграле 
 
2
2 4
2
,
x
dx f x y dy

  .     



Ответ:  
4
0
2 ,
y
y
y f x y dx

  . 



 
6.  Изменить порядок интегрирования в повторном интеграле 
 
2
11
,
x
x
dx f x y dy  .     



Ответ:    
1 2 2 2
1 1 1
2
, ,
y
y
dy f x y dx dy f x y dx    .



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7. Записать в виде одного повторного интеграла следующее выраже-
ние:    
1 32 5
1 21 1
2
2 , ,
y y
y y
y f x y dx dy f x y dx
 
   
    . 



Ответ:  
2
31
2 1
,
y
x
dx f x y dy

 
  .



 
 
Домашнее задание. 
1.  Вычислить 
D
xy dxdy ,  2,4;1,2D  .     



Ответ: 9.



 
2.  Вычислить: 
D
x dxdy , если область D  ограничена линиями 0x  , 
0y  , 24y x  .     



Ответ: 
8
3
.



 
3.  Вычислить: 2
D
x dxdy , если область D  ограничена линиями y x , 
1
y
x
 , 2x  .     



Ответ: 2.



 
4.  Вычислить: 4
D
x y dxdy , если область D  ограничена линиями 
1xy  , y x , 2x  .     



Ответ: 
19
7
21
.



 
5.  Изменить порядок интегрирования в повторном интеграле 
 
1
0
2 ,
y
y
y f x y dx  .     



Ответ:  
2
1
0
,
x
x
dx f x y dy  .



 
6.  Изменить порядок интегрирования в повторном интеграле 
 
2
1
0
,
y
y
dy f x y dx  .     



Ответ:  
2
1
0
,
x
x
dx f x y dy  .



 
7.  Изменить порядок интегрирования в повторном интеграле 
 
2 2
0
,
x
x
dx f x y dy  .     



Ответ:    
2 4 2
0 2
2 2
, ,
y
y y
dy f x y dx dy f x y dx    .



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8.  Записать в виде одного повторного интеграла следующее выра-
жение:    
25
6
3 6 32
1 2 3 2
, ,
x
x
dx f x y dy dx f x y dy



    . 



Ответ:  
3
9
4 2
2 2 5
,
y
y
dy f x y dx


  .



 
 
Замена переменных в двойном интеграле. 
Переход к полярным координатам 
Пусть переменные x, y связаны с переменными u, v соотношениями 
 ,x u v ,  ,y u v , где  ,u v ,  ,u v  – непрерывные и дифферен-
цируемые функции, взаимно-однозначно отображающие область D 
плоскости Oxy на область D  плоскости O uv , при этом якобиан 
 , 0
x x
u v
J J u v
y y
u v
 
 
  
 
 
 
сохраняет постоянный знак в D. Тогда верна формула замены перемен-
ных в двойном интеграле 
      , , , ,
D D
f x y dxdy f u v u v J dudv 

  . 
Известно, что прямоугольные декартовы (х, у) и полярные  ,   коор-
динаты связаны между собой следующими соотношениями: 
cosx   , siny   ,  0, 0 2     . 
Если в двойном интеграле перейти от декартовых к полярным коорди-
натам, то получим формулу (так как якобиан J  ) 
   , cos , sin
D D
f x y dxdy f d d      

                        (1) 
Представление двойного интеграла в виде повторного в правой части 
формулы (1) приводит с разным пределам в зависимости от того, где 
находится полюс O полярной системы координат: вне, внутри или на 
границе области D. 
1.  Если полюс О полярной системы координат находится вне обла-
сти D, ограниченной лучами   ,        и линиями, урав-
нения которых  1   ,  2   , где  1  ,  2   (    1 2    ) 
– функции, заданные на отрезке   ,  (рис. 1), то  
   
 
 
2
1
, cos , sin
D
f x y dxdy d f d
 
  
                          (2) 
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2. Если полюс О находится внутри области D и уравнение границы 
области D в полярной системе координат имеет вид     , то в 
формуле (2) 0  , 2  ,  1 0   ,    2     (рис. 2). 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
3. Если полюс О находится на границе области D и уравнение ее гра-
ницы в полярной системе координат имеет вид     , то в фор-
муле (2)  1 0   ,    2    , а   и   могут принимать разные 
значения (рис. 3, 4). 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Пример 1. 
Вычислить двойной интеграл, используя полярные координаты 
22 4
2 2
0 0
cos
x
dx x y dy

  . 
Решение. 
Область D ограничена линиями: 
2
0, 2
0, 4 .
x x
y y x
 
  
 
Область D это четверть круга, располо-
женного в первой четверти, радиуса 2 с 
центром в начале координат. 
При переходе к полярным координатам 
  изменяется в пределах от 0 до 
2

, а   
изменяется от 0 до 2. Следовательно,  
     
D  
x 0 
  
M  
  
Рисунок 2 
    
 1    D  
x 0 
 2    
Рисунок 1 
     
D  
x 0 
  
  
Рисунок 3 
x 
y 
0 2 
2 
     
x 0 
  
     
D  
  
Рисунок 4 
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22 4 22
2 2
0 0 0 0
cos cos
x
dx x y dy d d

   

     . 
2 2
0 0
; ; 2 2
cos sin sin 2sin2 cos
cos ; sin 0 0
u du d
d d
dv d v
 
       
  
 
     
  
2sin2 cos2 1   . 
Следовательно,  
22
0 0
cos 2sin2 cos2 1
2
d d


        . 
Пример 2. 
Вычислить двойной интеграл, переходя к полярным координатам 
 2 2
D
x y dxdy , 
D ограничена линиями    
2
2 2 2 2 2x y a x y   , 0y  ,  0, 0x y  . 
Решение. 
Так как cosx   , siny   , то 
 
2
2 2 2 2cos sin      
 2 2 2 2 2cos sina      ,   
4 2 2 cos2a   ;   2 2 cos2a  , 
cos2a   – уравнение лемнискаты. 
В области интегрирования   изме-
няется от 0 до 
4

, а   изменяется от 0 до cos2a  . Следовательно, 
 
cos24 4
4
2 2 3
0 0 0
cos2
4 0
a
D
a
x y dxdy d d d
 

           
4
4
2
0
cos 2
4
a
d

  
4
4 4 4
0
41 cos4 1
sin4
4 2 8 4 320
a a a
d

 
  
  
   
  . 
Задания. 
Вычислить двойные интегралы, используя полярные координаты. 
1. 
2 2
D
ydxdy
x y
 , D ограничена линиями 
2 2 1x y  , 2 2 9x y    0y  . 



Ответ: 8.



 
4

 
x 
y 
0 a 
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2. 
2 2x y
D
e dxdy , D – круг 
2 2 1x y  .     



Ответ:  1e  .



 
3.  
2 2
2 2
cos
D
x y
dxdy
x y


 , D определена неравенствами 
2
2 2 24
4
x y

   .     



Ответ: 2 .



 
4.  2 2
D
x y dxdy , D ограничена лемнискатой 
   
2
2 2 2 2 2x y a x y   .     



Ответ: 2 .



 
5.  
 
3
2 2 2D
dxdy
x y
 , D ограничена линиями 0x  , 0y  , 1x y  , 
2x y  .     



Ответ: 1.



 
Домашнее задание. 
1.  Вычислить 
D
y
arctg dxdy
x , где D – часть кольца, ограниченного 
линиями 2 2 1x y  , 2 2 9x y  , 
1
3
y x , 3y x .   



Ответ: 
2
6

.



 
2.  Вычислить  12
D
x y dxdy  , если область D ограничена окруж-
ностью 2 2 9x y  .     



Ответ: 108 .



 
3.  Вычислить  4
D
x y dxdy  , если область D ограничена окруж-
ностью 2 2 2x y x  .     



Ответ: 3 .



 
4.  Переходя к полярным координатам, вычислить 
D
y dxdy , где D – 
полукруг диаметра a  с центром в точке ;0
2
a
C
 
 
 
.   



Ответ: 
3
12
a
.



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5.  Вычислить 
D
xy dxdy , D ограничена лемнискатой 
 
2
2 2 22x y a xy  .     



Ответ: 
4
6
a
.



 
 
Приложения двойных интегралов 
 
1. Вычисление площадей с помощью двойных интегралов. 
Площадь S плоской области D, можно найти по формуле 
D
S dxdy  . 
В полярных координатах 
D
S d d    . 
Пример 1. 
С помощью двойного интеграла найти площадь плоской области D, 
ограниченной линиями: 2 1y x  , 3 0x y   . 
Решение. 
Найдем точки пересечения парабо-
лы 2 1y x   и прямой 3y x  : 
2 1 3x x   ; 2 2 0x x   . 
1
1
2;
5;
x
y


 2
2
1.
2.
x
y
 

 
Следовательно,  2;5A ,  1;2B  . 
Область D – область первого вида; 
 
2
2 3 2
2
1 11
3 1
x
x
S dx dy x x dx

 
       
2 3 2 8
2 2 4
2 3 31
x x
x
 
       
 
 
1 1 8 1 1
2 6 2
2 3 3 2 3
 
         
 
4,5 . 
Пример 2. 
С помощью двойного интеграла найти площадь плоской области D, 
ограниченной линиями: 3 0x y   , 1 0x y   , 3 0x   , 4 0y   . 
Решение. 
3y x  . 
1y x  . 
Вершины четырехугольника  2;1A  ;  1;4B ;  5;4C ;  2; 3D   . 
2  2 1y x   
1  
3y x   
5  
2  x 
y 
0 
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Разобьем данную область прямой 
1x   на 2 области первого вида. 
1 3 5 4
2 1 1 1
x
x x
S dx dy dx dy

  
       
 
1
2
3 1x x dx

      
5
1
4 1x dx    
  
1 5
2 1
1
4 5 4 5
2
dx x dx x x

     
   
2 5
2 1
x 
 

25 1
4 8 25 5 20
2 2
 
      
 
. 
2. Вычисление объемов тел. 
Объем V  цилиндра, ограниченного сверху непрерывной поверхностью 
 ,z f x y , снизу плоскостью 0z   и с боков прямой цилиндрической по-
верхностью, вырезающей на плоскости Oxy  область D , равен 
 ,
D
V f x y dxdy  . 
Пример 3. 
Вычислить объем тела, ограниченного плоскостью 1x y  , парабо-
лоидом вращения 2 2z x y   и координатными плоскостями. 
Решение. 
Данное тело ограничено коорди-
натными плоскостями, плоскостью 
1x y  , параллельной оси Oz , и па-
раболоидом вращения 
2 2z x y  . 
 ,
D
V f x y dxdy  , где область D  
ограничена треугольником, лежащим 
в плоскости Oxy , для которого 
0 1x  , 0 1y x   . 
Следовательно, 
 
1 1
2 2
0 0
x
V dx x y dy

   
 
1 1 33
2 2 3
0 0
1 1
3 30
x xy
x y dx x x dx
    
      
    
   
 43 4 11 1 1 1 1
3 4 12 3 4 12 60
xx x                
. 
B  
2x    
2  
3y x   
1x   
4  
3  
C  
D  
A  
5  E  
1y x   
4y   
x 
y 
0 
1 
1 
x 
y 
z 
1 
2 2z x y   
1x y  , 0z   
D 
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Пример 4. 
Вычислить объем тела, ограниченного поверхностями 
2 2 1 0x y z    , 2 2 3 7x y z   . 
Решение. 
Данное тело ограничено двумя параболоидами. Линия пересечения 
параболоидов определяется системой их уравнений: 
2 2
2 2
1 ;
3 7 .
z x y
z x y
   

  
 
Исключим из этих уравнений z : 
 2 2 2 23 1 7x y x y     ; 
2 2 2 23 3 3 7x y x y     ; 2 24 4 4x y  ; 
2 2 1x y  . 
Из первого уравнения при 2 2 1x y   
имеем 2z  . 
Итак, линией пересечения является 
окружность 2 2 1x y  , 2z  . (пересече-
ние прямого кругового цилиндра 2 2 1x y   и плоскости 2z  ). 
Проекция этой линии на плоскости Oxy  так же является окружностью 
2 2 1x y  , 0z  . 
Искомый объем равен разности объемов двух цилиндрических тел с 
одним основанием и ограниченных сверху и снизу соответственно по-
верхностями  2 21 7
3
z x y   , 2 21z x y   , т.е. 
 2 21 2 1 7
3
S
V V V x y dxdy       
2 21
S
x y dxdy  ,  
где D  – круг 2 2 1x y  . 
Переходя к полярным координатам, находим 
   
2 1 2 1 2
2 4
2 3
0 0 0 0 0
11 1
7 7
3 3 2 4 0
V d d d d d
  
 
        
 
       
 
      
2 2 2
2 4
0 0 0
1 1 7 1 1 1 1 13 3 2
2 2
2 4 3 2 4 2 4 3 4 4 30
d d d
  
 
     
     
                
    
   . 
 
1 
2 
1 
-1 
2 2 1, 0x y z  
7/3 
x 
y 
z 
0 
2 2 1, 2x y z  
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Приложения двойных интегралов в механике 
 
1. Масса и статические моменты пластинки. 
Если D  – область плоскости Oxy , занятая пластинкой, а  ,x y  – по-
верхностная плотность пластинки в точке  ,P x y , то ее масса M  выра-
жается формулой 
 ,
D
M x y dxdy  , 
а статические моменты xM  и yM  относительно осей Ox  и Oy  опреде-
ляются двойными интегралами 
 ,x
D
M y x y dxdy  ,  ,y
D
M x x y dxdy  . 
Если пластинка однородна, то  ,x y const  ; эту постоянную часто 
полагают равной единице. 
 
2. Координаты центра тяжести пластины. 
Если  0 0,C x y  – центр тяжести пластины, то 0
yMx
M
 , 0
xMy
M
 , где M  
– масса пластинки; xM  и yM  – статические моменты пластинки относи-
тельно осей Ox  и Oy . 
Если пластина однородна  ,x y const  . 
Тогда формулы для определения координат центра: 
0
y D
D
xdxdy
M
x
M dxdy
 


;    


x D
0
D
ydxdy
M
y
M dxdy
. 
Моменты инерции пластинки относительно осей Ox  и Oy  соот-
ветственно определяются формулами: 
  
2
x
D
I y x y dxdy, ,  2 ,y
D
I x x y dxdy  . 
Момент инерции пластинки относительно начала координат 
   2 20 , x y
D
I x y x y dxdy I I    . 
Пример 5. 
Найти координаты центра масс пластинки, лежащей в плоскости Oxy  
и ограниченной линиями y x , 2y x , 2x  , если ее плотность 
 ,x y xy  . 
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Решение. 
Найдем массу M  пластинки: 
 
2 2
0
,
x
D D x
M x y dxdy xydxdy dx xydy      
2
2
0
2
2
xy
x dx
x
   
2
2 2
0
1
4
2
x x x dx   
2
4
3
0
23 3
6
2 2 4 0
x
x dx   . 
Найдем статические моменты xM  и yM : 
2 2 2
3
2 2
0 0
2
3
x
x
D D x
xy
M y xydxdy xy dxdy dx xy dy x dx
x
           
 
2 2
5
3 3 4
0 0
21 1 7 224
8
3 3 3 5 150
x
x x x dx x dx      . 
   
2 2 2 2
2
2 2 2 2 2
0 0 0
2 1
, 4
2 2
x
y
D x
xy
M x x y dxdy dx x ydy x dx x x x dx
x
           
2
5
4
0
23 3 96 48
2 2 5 10 50
x
x dx    ; 
0
48 8
5 6 5
yMx
M
  

;    0
224 112
15 6 45
xMy
M
  

. 
 
Пример 6. 
Найти моменты инерции однородной полукруглой пластины 
2 20 y R x    относительно осей Ox  и Oy . 
Решение. 
Полагая   x y 1, , находим 
 
2 2
33 2 2
2 2 2 2 2
0
1
3 30
R R x R R
x
D R R R
y R xI y dxdy dx y dy dx R x dx

  
           
 
3
2 2 2
0
sin ; cos
2
3 0;
2
R x R t dx R t dt
R x dx 
 
 
   
   
2  
4  
2  
y x  
2y x  
x 
y 
0 
 22 
   
2 23
2 2 2 4 32
0 0
2 2
sin cos cos cos
3 3
R R t R t dt R t t dt


       
 
2 22 4
4 4 2
0 0
2 1 cos2 2 1 21 2cos2 cos 2
3 2 3 4 6 0
t R
R dt R t t dt t
 
 
       
    
24 4
4
0
1 cos4 1 12 2 2sin2 sin4
6 6 2 6 2 2 80 0 0
R R t t
t dt R t

   
      
 
 
  
4
4 41 1 3
6 2 4 6 4 8
R
R R
    
    
 
; 
2 2
2 2
2 2 2 2 2 2
0
0
R R x R R
y
D R R R
R xI x dxdy dx x dy x y dx x R x dx

  
           
2 2 2
0
sin ; cos ;
2
0;
2
R x R t dx R t dt
x R x dx 
 
 
   
   
2
2 2 2 2 2
0
2 sin sin cosR t R R t R t dt

   
2
4 2 2
0
2 sin cosR t tdt

  
2 22 4 4
4
0 0
sin 2 1 cos4 12 22 sin4
4 2 2 4 40 0
t R t R
R dt dt t t
 
  
     
 
 
   
4 4
4 2 8
R R 
   . 
Итак, 
4
8
x
R
I

 ;   
4
8
y
R
I

 . 
 
Задания. 
1. Вычислить площади фигур, ограниченных следующими линиями: 
1) y x , 2y x , 4x  .     



Ответ: 
16
3
.



 
2) 2y x  , 2 4 4y x  .     



Ответ: 
64
3
.



 
3) sin2a  , 0a  .     



Ответ: 2
1
2
a .



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4) 2 2 2x y a  , 2 2 2 0x y ax   , 0y  . 



Ответ: 2
1 3
2 3 2
a
 
  
 
.



 
2. Вычислить объемы тел, ограниченных указанными поверхностями: 
1) плоскостями 0x  , 0y  , 0z  , 4x  , 4y   и параболоидом 
2 21z x y   .     



Ответ: 
2
186
3
.



 
2) параболоидом 2 2z x y   и плоскостями 0z  , 1y  , 2y x , 
6y x  .     



Ответ: 
15
78
32
.



 
3. Вычислить координаты центра масс фигуры, ограниченной линия-
ми 2y x , 2y x , если плотность фигуры  ,x y xy  . 



Ответ: 
0 0
9 3
;
14 56
x y  .



 
Домашнее задание. 
1. Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями 24y x x  , 
22 5y x x  .     



Ответ: 
27
2
.



 
2. Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями 24x y  , 
2 4 0x y   .     



Ответ: 
4
3
.



 
3. Переходя к полярным координатам, найти площадь области, огра-
ниченной линиями 2 2 2x y x  , 2 2 4x y x  , y x , 0y  . 



Ответ: 
 
 
 
1
3
4 2

.



 
4. Вычислить объем тел, ограниченных указанными поверхностями: 
1) цилиндром 2 2 4x y   и плоскостями 0z  , 10z x y   . 



Ответ: 40 .



 
2) 2 2 1x y  , 0z  , 4x y z   .     



Ответ: 4 .



 
5. Вычислить координаты центра масс однородной фигуры, лежащей 
в плоскости Oxy  и ограниченной линиями 2 2y x x   , 0y  . 



Ответ: 0 0
1
1,
4
x y  .



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Тройной интеграл 
 
Основные сведения 
 
Рассмотрим замкнутую пространственную область  V  и функцию 
( , , )f x y z , определенную в этой области. Область  V  разобьем произ-
вольно на n  элементарных областей  1V ,  2V , …,  nV  с диаметрами 
1d , 2d , …, nd  и объемами 1V , 2V ,…, nV . В каждой элементарной об-
ласти  iV  возьмем произвольную точку  , ,i i i iP x y z  и образуем произве-
дение  , ,i i i if x y z V . 
Интегральной суммой для функции  , ,f x y z  по области  V  назы-
вается сумма вида  
1
, ,
n
i i i i
k
f x y z V

  . 
Тройным интегралом от функции  , ,f x y z  области  V  называется 
конечный предел интегральной суммы при условии, что max 0kd   
 n  : 
 
 
 
max 0
1
, , lim , ,
k
n
i i i i
d
iV
f x y z dV f x y z V


                        (1) 
Если функция  , ,f x y z  непрерывна в области  V , то указанный пре-
дел существует и конечен (он не зависит от способа разбиения области 
 V  на элементарные области и от выбора точек iP ). 
Основные свойства тройных интегралов аналогичны свойствам 
двойных интегралов. 
В прямоугольных декартовых координатах тройной интеграл обычно 
записывают в виде  
 
 
, ,
V
f x y z dxdydz  
(так как dV dxdydz ). 
Если область интегрирования  V  определяется неравенствами: 
   
   
1 2
1 2
1 2, ,
x x x
y x y y x
z x y z z x y
 

  

  
                                        (2) 
где  1y x ,  2y x ,  1 ,z x y ,  2 ,z x y  – непрерывные функции своих аргу-
ментов, то тройной интеграл вычисляется по формуле 
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 
   
 
 
 
 2 22
1 1 1
,
,
, , , , .
y x z x yx
V x y x z x y
f x y z dxdydz dx dy f x y z dz                    (3) 
Область  V  ограничена свер-
ху поверхностью  2 ,z z x y , 
снизу – поверхностью 
 1 ,z z x y , а с боков – цилин-
дрической поверхностью с обра-
зующими, параллельными оси 
Oz (рис.), вырезающий на плос-
кости Oxy  область D , опреде-
ленную неравенствами 
1 2x x x  ,    1 2y x y y x  . 
Порядок интегрирования мо-
жет быть изменен; тройной инте-
грал можно вычислить шестью различными способами. 
В частном случае, если функции  1y x ,  2y x ,  1 ,z x y  и  2 ,z x y  яв-
ляются постоянными 1y , 2y , 1z , 2z , то область интегрирования пред-
ставляет собой прямоугольный параллелепипед и тогда 
 
 
 
2 2 2
1 1 1
, , , ,
x y z
V x y z
f x y z dxdydz dx dy f x y z dz                     (3') 
Для вычисления тройного интеграла в прямоугольных координатах 
применяется также формула, которая иногда упрощает вычисления: 
 
 
 
2
1
, , , ,
x
x
V x D
f x y z dxdydz dx f x y z dydz   ,                 (4) 
где область xD  – проекция на Oyz  сечения области  V  плоскостью, па-
раллельной плоскости Oyz  и проходящей через произвольную точку ин-
тервала  1 2;x x . 
Пример 1. Вычислить тройной интеграл 
 
1 3 2
0 0 0
dx dy x y z dz    . 
Решение. 
Пределы интегрирования в каждом из интегра-
лов являются постоянными. Область интегриро-
вания – прямоугольный параллелепипед с измерениями 1a  , 3b  , 
2c  , одна из вершин которого находится в начале координат. 
x 
z 
0 
3 1 
2 
y 
x 
y 
z 
0 
 2 ,z z x y
 1 ,z z x y  
1x  
D 
2x  
 2y y x  
 1y y x  
A 
B 
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   
1 3 2 1 3 2
0 0 0 0 0 0
dx dy x y z dz x y z dz dy dx
  
       
    
      . 
Вычисляем внутренний интеграл, находящийся в квадратных скобках, 
считая x и y постоянными: 
   
2
0
2
2 2 2 2 1
2 0
zz
x y z dz xz yz x y x y
z
 
              . 
Второй интеграл, находящийся в фигурных скобках, принимает вид 
     
3 2 3 3
0 0 0 0
2 1 2 1x y z dz dy x y dy x y dy
 
        
 
 
    . 
Находим этот интеграл, считая х постоянным: 
 
3
2
0
3
2 1 2 6 15
2 0
yy
x y dy xy y x
y
  
       
 
 . 
Вычисляем внешний интеграл: 
     
1 3 2 1
2
0 0 0 0
1
6 15 3 15 18
0
x y z dz dy dx x dx x x
  
         
    
    . 
Итак,  
1 3 2
0 0 0
18dx dy x y z dz     . 
Замечание. Интегрировать можно и в другом порядке. В частности 
   
2 3 1 2 3 2
0 0 0 0 0 0
1
6 3 18
2
dz dy x y z dx dz y z dy z dz
 
        
       . 
 
Пример 2. Вычислить 
V
ydxdydz , где  V  
– треугольная пирамида, ограниченная плос-
костью 2 4 0x y z     и плоскостями 
координат. 
Решение. 
Расставим пределы интегрирования. 
Плоскость 2 4 0x y z     пересекает плос-
кость Oxy  по прямой 2 4 0x y z    , 0z   
или 2 4 0x y   , 0z  . В плоскости Oxy  эта прямая, проходящая через 
точки А и В, определяется уравнением 2 4 0x y   . 
M 
4 2 , 0y x z  
4 
0 B 
y A 
x 
z 
N 
4 2z y x  
2 
4 
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Треугольник ОАВ и его внутренние точки являются областью xyD  из-
менения переменных x и y  (в эту область проектируется данная пира-
мида на плоскость Oxy ). Очевидно, х изменяется в промежутке  0,2 , 
т.е. 0 2x  , при фиксированном х из этого промежутка (абсцисса точки 
М) y будет изменятся от 0 (ордината точки М) до 4 2x  (ордината точки 
N) (получена из уравнения прямой 2 4 0x y   ). При фиксированных x 
и y из области xyD z  будет изменятся от 0 до 4 2y x   (получено из 
уравнения 2 4 0x y z    ). Таким образом 
 
4 22 4 2
0 0 0
y xx
V
ydxdydz dx dy ydz
 
    . 
Поскольку  
4 2
2
0
4 2
4 2 4 2
0
y x
z y x
ydz yz y y x y y xy
z
 
  
      
 ; 
 
4 2
3
2 2 2 2
0
4 2
4 2 2 2
3 30
x
y xy y
y y xy dy y xy y
y

    
           
  
  2
4 2 4 2
4 2 2
30
y x x
x x x
y
   
      
  
 3
1
4 2
6
x , то 
 
4 22 4 2 2
3
0 0 0 0
1
4 2
6
y xx
dx dy ydz x dx
 
     
 4 424 21 1 4 16
12 4 12 4 30
x
   . 
 
Пример 3. Вычислить 
 V
y dxdydz , где область  V  ограничена кону-
сом  
2
2 2 2
2
h
y x z
R
   и плоскостью y h . 
Решение. 
Применим второй способ решения, для 
чего перепишем формулу (4) меняя в этой 
формуле роли переменных x и y, получаем 
 
 
 
2
1
, , , ,
y
y
V y D
f x y z dxdydz dy x y z dxdz   , (4') 
где yD  – проекция на Oxz сечения области 
 V  плоскостью, параллельной плоскости Oxz, проходящей через произ-
вольную точку интервала  1 2;y y . 
 
R 
R 
y 
x 
z 
yD
 
h 
r 
r y 0 
 
2
2 2 2
2
h
y x z
R
   
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В нашем случае формула (4') имеет вид: 
 
  0 y
h
V D
ydxdydz ydy dxdz   , где yD  – круг радиуса 
Ry
r
h
  (выражение 
для радиуса r получено из подобия соответствующих треугольников, 
действительно, 
R h
r y
    
Ry
r
h
 .) 
Так как двойной интеграл 
yD
dxdz  выражает площадь области yD , ко-
торая равна 
2 2
2
2
R y
r
h

  , то 
2 2
2
yD
R y
dxdz
h

 . Следовательно, 
 
2 3 2 4 2 2
2 2
0 0
4 40
y
h h
V D
hR y R y R h
y dxdydz ydy dxdz dy
h h
  
       . 
 
Пример 4. 
Вычислить 
 V
xy
dxdydz
z , где  V  – область, ограниченная конусом 
2 2 2
2 2 2
0
x y z
a b c
     0, 0x y  , плоскостью z c  и координатными плос-
костями. 
Решение. 
Будем интегрировать сначала по x, затем по y и, 
наконец, по z, для чего воспользуемся формулой 
 
   
 
 
 
 2 22
1 1 1
,
,
, , , ,
y z x y zz
V z y z x y z
f x y z dxdydz dz dy f x y z dx    , 
аналогичной формуле (3) для случая области  V , 
определяемой неравенствами: 1 2z z z  , 
   1 2y z y y z  ,    1 2, ,x y z x x y z  . 
Область  V  проектируется на плоскость Oyz в виде треугольника, 
ограниченного прямыми 0y  , z c , 
b
y z
c
 . Эта область определяется 
неравенствами: 0 z c  , 0
b
y z
c
  , 
2 2
2 2
0
z y
x a
c b
   , поэтому 
0 
a 
y 
x 
z 
с 
b 
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 
2 2
2 2
0 0 0
z yb az
c c bc
V
xy dz
dxdydz ydy xdx
z z

    . 
Так как 
2 2
2 2
2 2 2
2 2
0
2
z y
a
c b
a z y
xdx
c b

 
  
 
 , 
2 2 2 2 2 2 4
2 2 2 2
0
2 2 2 4
0
b
z
c b
y za z y a z y y
ydy c
c b c b
y
    
      
    
  
2 2 2 4 4 2 2 4 2 2 2
2 4 4
2 2 2 4 4 4 4
1 1
2 2 82 4 2 4
a z b b z a b z b a b
z z z
c c b c c c c
   
       
   
, то 
 
7 92 2 2 2 2 2
92 2
4 4 4
0
2
9 08 8 36
C
V
z cxy a b a b a b
dxdydz z dz z c
zc c cz

    
 
2 21
36
a b c . 
 
Задания. 
1.  Вычислить 
 
2 2
V
x y zdxdydz , если область  V  определяется не-
равенствами 0 1x  , 0 y x  , 0 z xy  .     



Ответ: 
1
110
.



 
2.  Вычислить 
  
3
1
V
dxdydz
x y z   , если область  V  ограничена 0x  , 
0y  , 0z  , 1x y z   .     



Ответ: 
1 5
ln2
2 8
 
 
 
.



. 
3.  Расставить пределы интегрирования в тройном интеграле 
 
( )
, ,
V
f x y z dxdydz , если область  V  ограничена поверхностями: 
(V): 0x  , 0y  , 0z  , 1x y  , 2 23 2z x y  . 
4.  Вычислить 
 
3
V
z dxdydz ,  V  ограничена конусом 
2 2 2
2 2 2
x y z
a b c
   
 0, 0 , 0x y z   , плоскостью z c  и координатными плоскостя-
ми.    



Ответ: 
4
6
abc
.



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Домашнее задание. 
1. Расставить пределы интегрирования в интеграле 
 
 
, ,
V
f x y z dxdydz , если область  V  ограничена плоскостями 
0x  , 0y  , 0z  , 2 3 4 12x y z   . 
2. Вычислить 
 V
zdxdydz ,  V  определена неравенствами: 
1
0
2
x  , 
2x y x  , 2 20 1z x y    .     



Ответ: 
7
192
.



. 
3. Расставить пределы интегрирования в тройном интеграле 
 
 
, ,
V
f x y z dxdydz , если  V : 0x  , 3y x , 3y  , 0z  , 3x z . 
4. Вычислить  
 
2 3 4
V
x y z dxdydz   , (V): 0 3x  , 0 2y  , 
0 1z  .     



Ответ: 54 .



 
 
Замена переменных в тройном интеграле 
Переход к сферическим и цилиндрическим координатам 
Если ограниченная замкнутая область  V  пространства Oxyz взаимно 
однозначно отображается на область  V   пространства O uvw  с помо-
щью непрерывно дифференцируемых функций  
 , ,x x u v w ,  , ,y y u v w ,  , ,z z u v w                      (1) 
и якобиан J  в области  V   не обращается в нуль: 
0
x x x
u v w
y y y
J
u v w
z z z
u v w
  
  
  
 
  
  
  
, 
то справедлива формула 
 
 
     
 
, , , , , , , , , , .
V V
f x y z dxdydz f x u v w y u v w z u v w J dudvdw

          (2) 
В частности, при переходе от декартовых координат x, y, z к цилин-
дрическим координатам , , z   (рис. 1), связанными формулами: 
cosx   , siny   , z z  
 0 , 0 2 , z            , 
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якобиан преобразования J  , поэтому 
 
 
 
 
, , cos , sin , .
V V
f x y z dxdydz f z d d dz      

    (3) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
При переходе от декартовых координат x, y, z к сферическим коорди-
натам  , ,    (рис. 2), связанными соотношениями 
sin cosx    , sin siny    , cosz    
0 ,    0 2 ,    0    , 
якобиан преобразования 2 sinJ    и формула (2) принимает вид 
 
 
 
 
2, , sin cos , sin sin , cos sin .
V V
x y z dxdydz f d d d            

     (4) 
В обобщенных сферических координатах sin cosx a   , 
sin siny b   , cosz c  , 2 sinJ abc  . 
 
 
 
 
2, , sin cos , sin sin , cos sin .
V V
x y z dxdydz f d d d            

   
Пример 1. Вычислить 
 
2 2
V
I x y dxdydz  , если область 
интегрирования  V  ограничена поверхностями 2 2 4x y  , 1z  , 
2 22z x y   . 
Решение. 
Перейдем в заданном интеграле к цилин-
дрической системе координат: 
 
222 2
2
0 0 1V
I d d dz d d dz

     

       
   
2 2 2 2
2 2 2 4
0 0 0 0
1d d d
 
                
2
3 5
0
272
2
3 5 15
 
 
 
   
 
. 
0 
  
y 
x 
z 
  
z 
M(x,y,z) 
Рисунок 1 Рисунок 2 
M(x,y,z) 
0 
  
y 
x 
z 
  
  
2 
2 
-2 
2 22z x y  
x 
y 
z 
1 
6 
2 2 4x y   
2 0 
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Пример 2. Вычислить тройной интеграл 
 V
zdxdydz , где  V  – об-
ласть, ограниченная верхней частью конуса 
2 2 2
2 2
x y z
R h

  и плоскостью 
 0z h h  . 
Решение. 
Введем цилиндрические координаты по формулам: 
cosx   , siny   , z z . 
Уравнение конуса принимает вид 
2 2
2 2
z
R h

  или 
h
z
R
  . 
Новые переменные в области  V   изменяются в следующих преде-
лах:   от 0 до R,   от 0 до 2 , z от 
h
R
  до h. По формуле (3) 
 
2 2
0 0 0 0
2
R h R
hV p
R
z h
z
zdxdydz d d zdz d dh
z
R
 
     

 
 
   
 
 
       
2
2 2
2
2
0 0
2 2
R
h h
d d
R

   
   
    
   
   
2 2 2
2 2 2
2 2
0
2 0
R
Rh h
R pdp R
R R
  
  
2 4 2 2 2 2 2 2
2 4 2 4 40
Rh h R h R h R
R
    
    . 
Пример 3. Вычислить тройной интеграл  
 
2 2 2
V
x y z dxdydz  , где 
область  V  есть шар 2 2 2 2x y z R   . 
Решение. 
Перейдем к сферическим координатам: 
sin cosx    , sin siny    , cosz                       (*) 
В области  V  , являющейся образом области (V) при преобразовании 
(*), переменные  ,   и   меняются в следующих пределах:   от 0 до R, 
  от 0 до 2 ,   от 0 до  . 
Так как подинтегральная функция 
   2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2sin cos sin cos sin cosx y z                  , 
а якобиан преобразования (*) равен 2 sinJ   , то по формуле (4) 
 
 
2 2
2 2 2 2 2 4
0 0 0 0 0 0
sin sin
R R
V
x y z dxdydz d d d d d d
   
                      
   
5 5
4
0
4
2 cos 2 1 1
5 50 0
R
R R
d
  
         . 
 33
Пример 4. Вычислить 
 
2 2 2
2 2 2
1
V
x y z
dxdydz
a b c
   , где область  V  
ограничена эллипсоидом 
2 2 2
2 2 2
1
x y z
a b c
   . 
Решение. 
Введем обобщенные сферические координаты по формулам: 
sin cosx a   , sin siny b   , cosz c                  (5) 
Якобиан 2 sinJ abc  . 
Подинтегральная функция по формулам (5) преобразуется к виду  
2 2 2
2 2 2 2 2 2 2 2
2 2 2
1 1 sin cos sin sin cos
x y z
a b c
                
2 2 2 2 21 sin cos 1         , а уравнение эллипсоида запишется 
так: 2 1   или 1  . 
В области  V   переменные  ,  ,   изменяются в следующих преде-
лах:   от 0 до 1,   от 0 до  ,   от 0 до 2 . По формуле (2)  
 
2 1
2 2 2
2 2
2 2 2
0 0 0
1 1 sin
V
x y z
dxdydz d d abc d
a b c
 
               
2 1
2 2
0 0 0
sin 1abc d d d
 
         . 
С помощью подстановки sin t   находим первый интеграл: 
1 2
2 2 2
2
0 0
sin ; cos
1 cos sin cos
1 sin ; 0;
2
t d tdt
d t t tdt
t

 
   
 
 
    
     
2
2 2
0
sin cost tdt

   
2 2
2
0 0
1 1 1 1 2sin 2 1 cos4 sin4
4 8 8 4 160
tdt t dt t t
 
  
      
   . 
Далее, 
0
sin cos 1 1 2
0
d


       . 
Поэтому 
 
2
2 2 2 2
2 2 2
0
1 2
16 4
V
x y z abc
dxdydz abc d
a b c

 
       . 
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Задания. 
Вычислить тройной интеграл с помощью цилиндрических или сфери-
ческих координат. 
1.  
 
2 2 2
V
x y z dxdydz  ,  V : 
2 2 2 4x y z   , 0x  , 0y  , 0z  . 



Ответ: 
16
5

.



 
2. 
  
2
3
2 2
V
y zdxdydz
x y
 , (V): 0y  , 3y x ,  
2 23z x y  , 3z  .  



Ответ: 
 3 4 3 3
20
 
.



 
3.  
  
3
2 2
V
xydxdydz
x y
 ,  V : 
2 2z x y  , 0y  , y x , 4z  . 



Ответ: 
4
3
.



 
4.  
 
2 2
V
zdxdydz
x y
 ,  V : 
2 2 4x y y  , 4y z  , 0z  . 



Ответ: 
1472
45
.



 
5.  
 
2
V
x dxdydz ,  V : 
2 2 21 16x y z    ,  V : 0y  , y x , 0z  . 



Ответ: 
 341 2
20
 
.



 
 
Домашнее задание. 
Вычислить тройной интеграл с помощью цилиндрических или сфери-
ческих координат. 
1.  
  
2
3
2 2 2
V
x zdxdydz
x y z 
 ,  V : 
2 2 2 16x y z   , 0z  . 



Ответ: 
16
3

.



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2.  
 
2 2
V
xzdxdydz
x y
 ,  V :  
2 22z x y  , 0y  , 
1
3
y x , 18z  . 



Ответ: 81.



 
3.  
 
2 2
V
ydxdydz
x y
 ,  V : 
2 2 2x y x  , 2x z  , 0y  , 0z  . 



Ответ: 
4
5
.



 
4.  
 
2 2 2
V
zdxdydz
x y z 
 ,  V : 
2 2 21 9x y z    , 0y  , 
1
3
y x , 0z  . 



Ответ: 
13
8

.



 
Приложения тройного интеграла 
 
Вычисление объемов, массы тела. Центра масс и моменты 
инерции тела 
 
Объем V области  V  выражается формулой 
 V
V dxdydz                                            (1) 
В сферических координатах этот интеграл имеет вид 
 
2 sin
V
V d d d    

  ,                             (2) 
а в цилиндрических координатах 
 V
V d d dz  

                                         (3) 
Если тело занимает объем V и  , ,x y z   – плотность его в точке 
 , ,M x y z , то масса тела: 
 
 
, ,
V
m x y z dxdydz                                 (4) 
Координаты центра масс этого тела определяются по формулам: 
 
1
c
V
x xdxdydz
m
  , 
 
1
c
V
y xdxdydz
m
  , 
 
1
c
V
z xdxdydz
m
          (5) 
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Если тело однородно, в формулах (5) можно положить 1  . Момен-
ты инерции тела относительно координатных плоскостей 
определяются интегралами 
 
2
xy
V
I z dxdydz  , 
 
2
xz
V
I y dxdydz  , 
 
2
yz
V
I x dxdydz          (6) 
Момент инерции тела относительно некоторой оси Ou опре-
деляется интегралом 
 
2
u
v
I r dxdydz  ,                                      (7) 
где r – расстояние точки  , ,N x y z  тела от оси Ou. 
В частности, моменты инерции тела относительно координат-
ных осей Ox, Oy, Oz определяются формулами: 
 
 
 
 
 
 
2 2 2 2
2 2
, ,x y
V V
z
V
I y z dxdydz I x z dxdydz
I x y dxdydz
 

   
 
 

            (8) 
Момент инерции тела относительно начала координат опреде-
ляется формулой 
 
 
2 2 2
0
V
I x y z dxdydz                              (9) 
Очевидно, имеют место следующие соотношения: 
x xy xzI I I  , y yx yzI I I  , z zx zyI I I  , 0 xy yz zxI I I I   . 
Пример 1. С помощью тройного интеграла вычислить объем тела, 
ограниченного указанными поверхностями: 0x  , 0y  , 0z  , 2x y  , 
2 22z x y  . 
Решение. 
Уравнение 2 22z x y   определяет 
параболоид вращения, остальные по-
верхности – плоскости. 
По формуле (1): 
 
 2 2 /22 2
0 0 0
x y
x
V
V dxdydz dx dy dz


       
2 22 2
0 0
2
0
x x y
dx z dy
 
  
2 
2 
x 
y 
z 
2 
2 22z x y   
2x y  , 0z   
D 
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 
2 2
2 2
0 0
1
2
x
dx x y dy

  
2
3
2
0
21
2 3 0
xy
x y dx
  
   
 

   
2
2 3
0
1 1
2 2
2 3
x x x dx
 
    
   
2
2 3 3
0
1 1
2 2
2 3
x x x dx
 
     
 
 
4
3 4 21 2 1 1 16 1 1 8 42 4 16
2 3 4 12 2 3 12 2 3 30
x
x x
   
            
  
. 
 
Пример 2. Вычислить объем тела, ограниченного поверхностями 1z  , 
2 25z x y   . 
Решение. 
По заданным уравнениям поверхностей в де-
картовых координатах строим область  V . То-
гда в цилиндрической системе координат иско-
мый объем 
 V
V d d dz  

  , 
где   :V    20 2 , 0 2, 1 5z          . 
Следовательно, 
 
 
252 2 2
4
3 2
0 0 1 0
2
2 4 2 2 8 .
4 0
V d d dz d


         

 
      
 
     
 
Пример 3. Найти координаты центра масс однородного тела, ограни-
ченного поверхностями 2 2
1
2
y x z  , 2y  . 
Решение. 
Данное тело симметрично относительно оси Oy, поэтому 0c cx z  , а 
 
 
V
c
V
ydxdydz
y
dxdydz



, 
где масса тела 
 V
M dxdydz  , при усло-
вии, что плотность  , , 1x y z  . 
2 
0 
4 
4 
y 
x 
z 
-4 
2 21
2
y x z   
y 0 
5 
x 
z 
2 
1 
-2 2 
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Переходим к цилиндрическим координатам по формулам cosx   , 
sinz   , y y . Тогда  
   
2 4 2 2 4
2
0 0 0 0
2
2
2
2V V
y
ydxdydz y d d dy d d ydy d d
 

         

           
2 4 2
2 4
2
0 0 0
4 64 4
2 2 16 16
8 32 320
d d d
 
 
      
     
           
    
   . 
Найдем массу M тела  1  . 
   
2 4 2 2 4
0 0 0 0
2
1
2
2
V V
M dxdydz d d dy d d dy d d
 

         

 
      
         
2 4 2
2 3
2
0 0 0
4 64 32
2 2 16
2 6 6 30
d d d
 
 
      
     
           
    
   . 
Следовательно, 
16 3 3
32 2
cy



   и центр масс 
3
0; ;0
2
C
 
 
 
. 
 
Пример 4. Вычислить моменты инерции однородного шара радиусом 
R и весом P относительно его центра и диаметра. 
Решение. 
Так как объем шара 3
4
3
V R , то его постоянная плотность 
3
3
4
P
g R


 . Поместим центр шара в начале координат, тогда его по-
верхность будет определяться уравнением 2 2 2 2x y z R   . Момент 
инерции относительно центра шара удобно вычислить в сферических 
координатах: 
 
   
2 2 2 4
0 sin
V V
I x y z dxdydz d d d      

       
2
5
4 5 2
3
0 0 0
4 3 3
sin 2 2
5 5 54
R
R P P
d d d R R
gg R
 

       

         . 
Так как вследствие однородности и симметрии шара его моменты 
инерции относительно любого диаметра равны, вычислим момент инер-
ции относительно диаметра, лежащего, например, на оси Oz: 
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 
   
2 2 2 2 2sin sinz
v V
I x y dxdydz d d d        

       
2
3 4
0 0 0
sin
R
d d d
 
            
5
2
0
2 cos 1 cos
5
R
d

        
5 5
31 42 cos cos 2
5 3 5 30
R R
    
 
     
 
5
2
3
8 3 2
3 5 54
R P P
R
gg R


 . 
 
Задания. 
1. С помощью тройного интеграла вычислить объем тела, ограничен-
ного указанными поверхностями. Сделать чертеж. 
1)  V : 2 2 1x y  , 2z x y   , 0z      



Ответ: 2 .



 
2)  V : 0z  , 4z x  , 2x y , 2y x     



Ответ: 
176
15
.



 
2. Вычислить координаты центра масс однородного тела, занимаю-
щего область  V , ограниченную указанными поверхностями: 
1)  V : 2 22z x y  , 8z      



Ответ:  0,0,6 .



 
2)  V :  2 25z x y  , 2 2 2x y  , 0z      

Ответ: 
10
0,0,
3
 
 
 
.



 
3. Вычислить момент инерции относительно указанной оси координат 
однородного тела, занимающего область  V  ограниченную дан-
ными поверхностями. Плотность тела   принять равной 1. 
1)  V : 2 2x y z  , 2x  , Ox    



Ответ: 
4
3

.



 
2)  V : 2 2 2y x z  , 2y  , Oy    



Ответ: 
16
5

.



 
 
Домашнее задание. 
1. С помощью тройного интеграла вычислить объем тела, ограничен-
ного указанными поверхностями. Сделать чертеж. 
1)  V : 2 2 4x y  , 4z x y   , 0z      



Ответ: 16 .



 
2)  V : 0x  , 0z  , z y , 4x  , 225y x      



Ответ: 
118
3
.



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2. Вычислить координаты центра масс однородного тела, занимаю-
щего область  V , ограниченную указанными поверхностями. 
1)  V : 2 26x y z  , 2 2 9y z  , 0x      



Ответ: 
27
,0,0
4
 
 
 
.



 
2)  V :  2 28z x y  , 32z      

Ответ: 
64
0,0,
3
 
 
 
.



 
3. Вычислить момент инерции относительно указанной оси координат 
однородного тела, занимающего область  V , ограниченную дан-
ными поверхностями. Плотность тела   принять равной 1. 
1)  V : 2 2x y z  , 9x  , Ox    



Ответ: 
243
2

.



 
2)  V : 2 2 2x y z  , 2x  , Ox    



Ответ: 
16
5

.



 
 
Криволинейный интеграл I рода. Вычисление 
Рассмотрим пространственную кусочно-гладкую кривую L, ограничен-
ную точками А и В, и определенную на ней непрерывную функцию 
   , ,f x y z f M , где  , ,M x y z  – точка кривой. Дугу АВ разобьем точками 
1M , 2M ,…, 1nM   на n элементарных дуг 1i iM M  
 01,2,3,..., , , ni n M A M B   , длины которых обо-
значим соответственно через 1l , 2l ,…, nl . На 
каждой из элементарных дуг 1i iM M  выберем про-
извольно точку  , ,i i i iM x y z  и составим сумму 
 
1
, ,
n
n i i i i
i
I f x y z l

  ,                                  (1) 
называемую интегральной суммой кривой L функции  , ,f x y z . 
Криволинейным интегралом первого рода от функции  , ,f x y z  по 
кривой L называется предел интегральной суммы (1) при n   и max 
0il  : 
   
max 0
1
, , lim lim , ,
i
n
n i i i i
n l
iL
f x y z dl I f x y z l
 

                   (2) 
На кривой L, целиком лежащей в плоскости Oxy, функции f от коорди-
наты z не зависит, поэтому по определению 
   
max 0
1
, lim ,
i
n
i i i
l
iL
f x y dl f x y l


                           (3) 
0 
y 
x 
z 
B 
A 
iM  
il  
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Если подынтегральную функцию 0f   рассматривать как линейную 
плотность кривой L, то криволинейный интеграл первого рода представ-
ляет собой массу кривой L. 
Вычисление криволинейного интеграла первого рода (КРИ-I) сводится 
к вычислению определенного интеграла. 
Если пространственная кривая L задана параметрами уравнениями 
 x x t ,  y y t ,  z z t    1 2t t t  , то 
       
2
1
2 2 2 2, , , ,
t
L t
f x y z dl f x t y t z t x y z dt                  (4) 
так как в этом случае дифференциал дуги 2 2 2dl x y z dt     . 
Если кривая L лежит в плоскости xOy, то 
     
2
1
2 2, ,
t
L t
f x y dl f x t y t x y dt                           (5) 
В частности, для плоской кривой, заданной уравнением  y y x , где 
a x b  , имеем 21dl y dx  , поэтому 
    2, , 1
b
L a
f x y dl f x y x y dx                               (6) 
Если плоская кривая задана уравнением            в поляр-
ных координатах, то 2 2dl d    . 
    2 2, cos , sin
L
f x y dl f d


                          (7) 
Основные свойства криволинейного интеграла первого рода 
1. По самому определению КРИ – I не зависит от направления пути 
интегрирования: 
   
AB BA
f M dl f M dl  ; 
2.        1 2 1 2
L L L
f M f M dl f M dl f M dl       ; 
3.    
L L
c f M dl c f M dl      c const ; 
4. Если путь интегрирования L разбит на части 1L , 2L ,…, nL , то 
       
1 2
...
nL L L L
f M dl f M dl f M dl f M dl       . 
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Пример 1. Вычислить криволинейный интеграл 2
L
xy dl , где L – отре-
зок прямой между точками  0;0A ,  4;3B . 
Решение. 
Прямолинейный отрезок АВ лежит в плоскости Oxy, на нем задана 
функция   2,f x y xy . Уравнение прямой AB имеет вид 
3
4
y x . 
Так как 
3
4
y  , то 
2
2 3 51 1
4 4
dl y dx dx dx
      
 
. 
По формулам (6) получаем 
4 42 4 4
2 3
0 0
43 5 45 45 45 4
45
4 4 64 64 4 64 40
L
x
xy dl x x dx x dx
 
        
    . 
 
Пример 2. Вычислить  2
L
x y dl , где L – контур треугольника ABO с 
вершинами  1,0A ,  0,2B ,  0,0O . 
Решение. 
В соответствии с четвертым свойством криволинейно-
го интеграла первого типа 
       2 2 2 2
L AB BO OA
x y dl x y dl x y dl x y dl          . 
На отрезке АВ 2 2y x   , поэтому 2y   , 
21 5dl y dx dx   . 
На отрезке ВО 0x  , 0x  , 21dl x   dy dy , на отрезке ОА 0y  , 
0y  , 21dl y dx dx   . 
Принимая во внимание первое свойство криволинейного интеграла и 
используя формулы (6) и (8), получаем 
 
1 2 1
2
2
0 0 0
1 2 1
2 2 5 2 2 5 3 2 5
20 0 0
L
y
x y dl dx ydy xdx x x            . 
 
Пример 3. Вычислить  
L
x y dl , где L – лепесток лемнискаты 
sin2a  , расположенный в первом координатном углу. 
 
 
0 
x 
1 
y 
A 
B 
1 
2 
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Решение. 
Линия L задана уравнением в полярных координатах, поэтому здесь 
целесообразно воспользоваться формулой (7) 
1 cos2
cos2
2 sin2 sin2
a
a

 
 
     , 
2 2
2 cos 2sin2
sin2 sin2
a a
dl a d d

  
 
     
2 2
sin2
a d a d
pa
 

  . 
Заметив, что 0
2

  , т.е. 0  , 
2

  , по формуле (7) получим 
     
2 22
2
0 0
cos sin cos sin
L
a d
x y dl a d
 

      

         
    2 2 2sin cos 1 0 0 1 22
0
a a a

        . 
 
Пример 4. Вычислить  2 4 4 7
L
x y z dl   , где L – отрезок прямой 
между точками  1 8,9,3M ,  2 6,10,5M . 
Решение. 
Составим уравнения прямой, проходящей через точки 1M  и 2M : 
8 9 3
6 8 10 9 5 3
x y z  
 
  
 или 
8 9 3
2 1 2
x y z  
 

   t . 
Таким образом, получены параметрические уравнения прямой: 
8 2x t  , 9y t  , 3 2z t  , точка M пробегает отрезок 1 2M M , когда t  
изменяется от 0 до 1, т.е. 1 0t  , 2 1t  . 
Так как 2x   , 1y   , 2z  , то 2 2 2 4 1 4 3dl x y z dt dt dt         . 
По формуле (4) 
       
1
0
2 4 4 7 2 8 2 4 9 4 3 2 7 3
L
x y z dl t t t dt               
     
1
2
0
1
3 47 8 3 47 4 3 47 4 129
0
t dt t t       . 
 
x 
y 
0 
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Задания. 
1. Вычислить 
L
dl
x y , если L – отрезок прямой 
1
2
2
y x  , заключен-
ный между точками  0, 2A   и  4;0B . 



Ответ: 5 ln2 .



 
2. Вычислить 
L
xydl , если L – контур прямоугольника с вершинами в 
точках  0;0A ,  4;0B ,  4;2C ,  0,2D .     



Ответ: 24.



 
3.  Вычислить  2 2x y dl , где L – окружность 
2 2 4x y  .  4;0B . 



Ответ: 16 .



 
4. Вычислить 
2 2
L
y
dl
x y
 , где L – дуга кардиоиды  2 1 cos   , 
0
2

  .    



Ответ: 
16
3
.



 
5. Вычислить 
ABL
ydl , ABL  – дуга астроиды 
3cosx t , 3siny t , заклю-
ченная между точками  1;0A  и  0;1B .  4;0B . 



Ответ: 0,6.



 
6. Вычислить 
2
2 2
L
z dl
x y , где L – первый виток винтовой линии 
2cosx t , 2siny t , 2z t .  4;0B .    



Ответ: 3
16
2
3
 .



 
 
Домашнее задание. 
1. Вычислить  2 2 22 2
L
z z x y dl   , L – дуга кривой cosx t t , 
siny t t , z t , 0 2t   .  4;0B .    



Ответ:  2 24 1  . 

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2. Вычислить 
2 28
OBL
dl
x y 
 , где OBL  – отрезок прямой, соединяю-
щий точки  0,0O  и  2,2B .    



Ответ: 
2

.



 
3. Вычислить 
L
y
arctg dl
x , где L – дуга кардиоиды  1 cosp   , 
0
2

  .    



Ответ:  2 2 8   .



 
4. Вычислить 2 2
L
x y dl , где L – окружность 
2 2 2x y y  . 



Ответ: 8.



 
5. Вычислить  3 34 3
ABL
x y dl , где ABL  – дуга астроиды 
3cosx t , 
3siny t  между точками  1,0A  и  0,1B .    



Ответ: 1.



 
 
Криволинейный интеграл II рода. Вычисление 
Пусть дана дуга пространственной ку-
сочно – гладкой кривой L, ограниченная 
точками A и B (см. рис.), и определенные 
на ней непрерывные функции  , ,P x y z , 
 , ,Q x y z ,  , ,R x y z . 
Дугу AB разобьем точками 
 1 1 1 1, ,M x y z ,  2 2 2 2, ,M x y z , …, 
 1 1 1 1, ,n n n nM x y z     на n элементарных 
дуг 1i iM M   
 01,2,3,..., , , ni n M A M B   . 
На каждой дуге 1i iM M  выберем произвольно точку  , ,i i i iM x y z  и зна-
чения функций в этой точке    , , ii i iP x y z P M ,    , , ii i iQ x y z Q M , 
   , , ii i iR x y z R M  умножим не на длину дуги 1i iM M  (как это было в 
случае криволинейного интеграла первого рода), а на проекции этой ду-
ги соответственно на оси Ox, Oy, Oz, которые обозначим через ix , iy , 
iz , причем 1i i ix x x   , 1i i iy y y   , 1i i iz z z   . 
0 
y 
x 
z 
iM  
ix  
1iM   
iy  
iz  
B 
A 
iM
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Из полученных произведений составим сумму 
     
1
n
i i in i i i
i
I P M x Q M y R M z

   
     ,                    (1) 
называемую интегральной суммой по координатам для функций 
 , ,P x y z ,  , ,Q x y z ,  , ,R x y z . 
Криволинейным интегралом второго рода (КРИ – II), взятым по 
кривой L или по пути AB, называется предел интегральной суммы (1) 
при n  ,  max 0ix  , max 0iy  , max 0iz  : 
     
     
max 0
1max 0
max 0
, , , , , , lim
lim
i
i
i
n
n
L
n
i i ii i i
x
iy
z
P x y z dx Q x y z dy R x y z dz I
P M x Q M y R M z




   
   
 




  
               (2) 
На кривой L, целиком лежащей в плоскости Oxy, функции P, Q, R, не 
зависят от z, 0iz  , 0dz  , поэтому 
       
max 0
1max 0
, , lim
i
i
n
i ii i
x
iL y
P x y dx Q x y dy P M x Q M y


   
  

       (3) 
Если функции P, Q, R рассматривать как проекции некоторой пере-
менной силы F

 на координатные оси, то криволинейный интеграл второ-
го рода выражает работу силы  , ,F P Q R

, точка приложения которой 
описывает кривую L. 
КРИ – II зависит от выбора направления обхода кривой: если изме-
нить направление обхода, то интеграл меняет знак: 
AB BA
Pdx Qdy Rdz Pdx Qdy Rdz                         (4) 
Вычисление КРИ – II также к вычислению определенного интеграла. 
Если линия L задана параметрическими уравнениями  x x t , 
 y y t ,  z z t   1 2t t t   и значению 1t  соответствует точка A, а зна-
чению 2t  – точка B, то 
     , , , , , ,
AB
P x y z dx Q x y z dy R x y z dz    
                 
2
1
, , , , ,
t
t
P x t y t z t x t Q x t y t z t y t R x t                    (5) 
     ,y t z t z t dt  
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В частности, для кривой L, лежащей в плоскости Oxy, 
                
2
1
, , , ,
t
AB t
P x y dx Q x y dy P x t y t x t Q x t y t y t dt              (6) 
Если плоская кривая L задана уравнении  y y x   a x b  , то 
            , , , , , ,
b
AB a
P x y dx Q x y dy P x y z Q x y x Q x y x y x dx             (7) 
 
Пример 1. Вычислить криволинейный интеграл второго типа 
2 2
L
x dx xy dy , где L – отрезок прямой от точки  0,1A  до точки  1,2B . 
Решение. 
Уравнение прямой, проходящей через точки A и B, имеет вид 1y x  , 
поэтому на отрезке AB dy dx . Подставим в подынтегральную функцию 
вместо y его выражение через  1x y x  . При перемещении от A к B 
x меняется от 0 до 1. По формуле (7) получаем 
   
1 1
22 2 2 2 2
0 0
1 2 1
L
x dx xy dy x dx x x dx x x x x dx         
     
   
1 1
4 2
2 3 2 3 2 3
0 0
1 7
2 3
4 2 40
x x
x x x x dx x x x dx x
 
           
 
  . 
 
Пример 2. Вычислить    3 3
L
x y dx x y dy   , где 
L – ломаная ABC, причем  1;1A ,  3;1B ,  3;5C . 
Решение. 
Сделаем чертеж 
Так как контур интегрирования L состоит из отрез-
ков AB и BC, то 
       3 3 3 3
L AB
x y dx x y dy x y dx x y dy          
   3 3
BC
x y dx x y dy    . 
На отрезке AB, уравнение которого 1y  , 0dy  ; на отрезке BC, урав-
нение которого 3x  , 0dx  . 
5 
0 
x 
1 
y 
A 
B 
1 
C 
3 
3 
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       
3
3 3 3
1
1 1 0
L
x y dx x y dy x dx x             
5
3 3
1
3 0 3y y dy    = 
   
3 5
3 3
1 1
1 3x dx y dy     
4 43 5
3 190
4 41 1
x y
x y
   
      
   
. 
Пример 3. Вычислить    2 2 2
L
y dx x z dy x y z dz     , где L – отре-
зок прямой в пространстве от точки  1;0;2A  до точки  3;1;4B . 
Решение. 
Составим уравнение прямой, проходящей через точки A и B: 
1 0 2
3 1 1 0 4 2
x y z  
 
  
  t ; 
из параметрических уравнений прямой 1 2x t  , y t , 2 2z t   полу-
чаем: 2dx dt , dy dt , 2dz dt . 
Из этих же уравнений видно, что при перемещении от точки A к точке 
B параметр t  меняется от 0 до 1. По формуле (5) находим 
       
1
22 2 2 2
0
2 1 2 2 2
L
y dx x z dy x y z dz t dt t t dt           
    
     
1
2 2 2
0
1 2 2 2 2 2 1 4 4 2 2t t t dt t t t t             
    
   
1
3
2 2 2
0
114 95
2 1 3 4 8 4 14 28 13 14 13
3 30
t
t t t dt t t dt t t
 
            
 
 . 
Пример 4. Вычислить   22 1
L
I x y dx x dy   , где L – контур фигуры, 
ограниченной параболой 2y x  и прямой 9y   при положительном 
направленными обхода. 
Решение. 
Если кривая интегрирования L замкнута, за положительное направле-
ние обхода по L принимается такое направление при котором ближай-
шая к наблюдателю часть области, ограниченной контуром, оказывается 
лежащей слева от наблюдателя. 
В соответствии со свойствами криволинейных интегралов второго ро-
да имеем    
1 2
2 22 1 2 1
L L
I x y dx x dy x y dx x dy       , где 1L  – дуга па-
раболы 2y x , 2L  – отрезок прямой 9y  . 
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Так как парабола и прямая пересекаются в точках  3;9  и  3;9 , то 
      
3 3 3 3
2 2 3
3 3 3 3
2 1 2 2 9 1 4 2 16 0I x x x x dx x dx x x dx xdx
 
 
             . 
 
Задания. 
Вычислить данные криволинейные интегралы. 
1.    2 22 2
ABL
x xy dx y xy dy   , где ABL  – дуга параболы 
2y x  от 
точки  1;1A   до точки  1,1B .     



Ответ: -6.



 
2. 
2 2
3 5 53
ABL
x dy y dx
x y


 , где ABL  – дуга астроиды 
32cosx t , 32siny t  от 
точки  2,0A  до точки  0,2B .     



Ответ: 
33 2
8

.



 
3.  2 2
ABL
x y dx xydy  , где ABL  – отрезок прямой AB;  1,1A ;  3,4B . 



Ответ: 
5
11
6
.



 
4. 2 2 2
OBL
xy dx yz dy x zdz  , где OBL  – отрезок прямой OB;  0,0,0O ; 
 2,4,5B  .     



Ответ: 91.



 
5. 2 22
ABL
xydx y dy z dz  , где ABL  – дуга одного витка ABL  винтовой 
линии cosx t , siny t , 2z t ;  1,0,0A ,  1,0,4B  .  



Ответ: 364 3 .



 
6. 
L
ydx xdy , где L – дуга эллипса 3cosx t , 2siny t , "пробегае-
мая” в положительном направлении обхода. 



Ответ: 12 .



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Домашнее задание. 
Вычислить данные криволинейные интегралы: 
1.  2 2 2
OAL
x y dx xydy  , где OAL  – дуга кубической параболы 
3y x  
от точки  0,0O  до точки  1,1A .     



Ответ: 
4
3
.



 
2.    2
L
x y dx x y dy   , L – окружность 2cosx t , 2siny t  при 
положительном направлении обхода.     



Ответ: 4 .



 
3.  1
ABL
xdx ydy x y dz    , где ABL  – отрезок прямой AB;  1,1,1A ; 
 2,3,4B .     



Ответ: 7.



 
4. 
ABL
xdy ydx , где ABL  – дуга астроиды 
32cosx t , 32siny t  от 
точки  2;0A  до точки  0,2B .     



Ответ: 
3
4

.



 
5. 
L
xdy ydx , где L – контур треугольника с вершинами  1;0A  , 
 1,0B ,  0,1C  при положительном направлении обхода.  
 Ответ: 2.   
 
Приложения криволинейных интегралов 
 
Длина дуги AB плоской или пространственной линии вычисляет-
ся по формуле 
AB
l dl                                                   (1) 
В частности, если пространственная линия задана параметрическими 
уравнениями  x x t ,  y y t ,  z z t    1 2t t t  , то 
2
1
2 2 2
t
t
l x y z dt                                          (2) 
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Площадь S фигуры, расположенной в плоскости xOy и ограни-
ченной замкнутой линией L, 
1
2
L
S xdy ydx                                           (3) 
Масса m материальной дуги L определяется формулой 
 , ,
L
m x y z dl  ,                                      (4) 
где  , ,x y z  – линейная плотность вещества в точке  , ,M x y z  этой дуги. 
Прямоугольные декартовы координаты центра тяжести мате-
риальной дуги L находятся по формулам:  
 0
1
, ,
L
x x x y z dl
m
  ,  0
1
, ,
L
y y x y z dl
m
  ,  0
1
, ,
L
z z x y z dl
m
  ,   (5) 
где m определяется формулой (4). 
Если      , , , , , ,F X x y z i Y x y z j Z x y z k  
   
 – переменная сила, со-
вершающая работу A  вдоль пути L, и функции X, Y, Z непрерывны, 
то 
     , , , , , ,
L
A X x y z dx Y x y z dy Z x y z dz                     (6) 
В случае, когда сила F

 имеет потенциал, т.е. если существует функ-
ция  , ,u x y z  (потенциальная или силовая функция) такая, что 
u
x
x



, 
u
Y
y



, 
u
z
z



, то работа, независимо от пути L, 
 
 
 
 
   
2 2 2 2 2 2
1 1 1 1 1 1
, , , ,
2 2 2 1 1 1
, , , ,
, , , ,
x y z x y z
x y z x y z
A Xdx Ydy Zdz du u x y z u x y z       ,  (6') 
 1 1 1 1, ,M x y z  – начальная точка пути;  2 2 2 2, ,M x y z  – конечная. 
Функцию  , ,u x y z  можно найти по формуле 
       
0 0 0
0 0 0, , , , , , , ,
yx z
x y z
u x y z X x y z dx Y x y z dy Z x y z dz     , 
где  0 0 0 0, ,M x y z  – некоторая фиксированная точка в области  V , в ко-
торой функции X, Y, Z непрерывны вместе со своими частными произ-
водными и в которой содержится линиями L. 
Замечание. Если линия L – плоская и лежит в плоскости Oxy, то форму-
лы (1), (4) – (6') упрощаются (соответствующие функции не зависит от z). 
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Пример 1. Найти массу материальной дуги кривой 22y x  между точ-
ками  0,0A , 
1
1,
2
B
 
 
 
, если линейная плотность вещества в точке  ,M x y  
пропорциональна абсциссе этой точки. 
Решение. 
Применим формулу (4), для чего сначала найдем выражение линей-
ной плотности  ,x y  и дифференциала дуги dl . Из условия следует, 
что линейная плотность выражается формулой  ,x y kx  , где k  – ко-
эффициент пропорциональности. 
Из уравнения линии 2
1
2
y x  находим y x  , поэтому 
2 21 1dl y dx x dx    . Согласно формуле (4) 
     
1 1 1
2 2 22
0 0
, , 1 1 1
2
L
k
m x y z dl kx x dx x d x        
 
 32 2 2 2 113 1
4 30
kk
x

   . 
Пример 2. Найти работу, производимую силой 64F x i xyj 
  
 вдоль 
дуги кривой 3y x  от точки  0,0O  до точки  1,1B . 
Решение. 
Проекции силы X и Y на координатные оси равны:   6, 4X x y x , 
 ,Y x y xy . 
Чтобы найти работу, необходимо воспользоваться частным случаем 
формулы (6):    , ,
L
A X x y dx Y x y dy  . 
 
1 1
6 6 3 2 6 7
0 0
1
4 4 3 7 1
0
L
A x dx xydy x x x x dx x dx x           . 
Формула Грина. Независимость криволинейного 
интеграла от пути интегрирования 
Если L – кусочно-гладкий контур, ограничивающий на плоскости Oxy 
область D , а  ,P x y  и  ,Q x y  – функции, непрерывные в замкнутой об-
ласти D  и имеющие в ней непрерывные частные производные, то спра-
ведлива формула Грина 
   , ,
L D
Q P
P x y dx Q x y dy dxdy
x y
  
       ,                     (7) 
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где обход контура выбирается так, чтобы область D  оставалась слева. 
Криволинейный интеграл 
   , ,
L
P x y dx Q x y dy ,                                  (8) 
где контур L целиком лежит внутри некоторой односвязной области D , в 
которой функции  ,P x y  и  ,Q x y  непрерывны вместе со своими част-
ными производными, не зависит от пути интегрирования тогда и только 
тогда, когда 
P Q
y x
 

 
                                              (9) 
В этом случае подинтегральное выражение представляет собой пол-
ный дифференциал некоторой функции 
     , , ,P x y dx Q x y dy du x y   
и 
       2 2 1 1, , , ,
L
P x y dx Q x y dy u x y u x y   ,                (10) 
где  1 1 1,M x y  – начальная;  2 2 2,M x y  – конечная точки пути интегриро-
вания. 
В частности, криволинейный интеграл по замкнутому контуру в этом 
случае равен нулю: 
   , , 0
L
P x y dx Q x y dy                              (11) 
Криволинейный интеграл 
     , , , , , ,
L
P x y z dx Q x y z dy R x y z dz  ,                   (12) 
где L – контур, целиком лежащий в односвязной области  V , в которой 
функции  , ,P x y z ,  , ,Q x y z ,  , ,R x y z  непрерывны вместе со своими 
частными производными, не зависит от пути интегрирования тогда и 
только тогда, когда выполняются равенства: 
Q P
x y
 

 
;  
R Q
y z
 

 
;  
P R
z x
 

 
                            (13) 
В этом случае подынтегральное выражение представляет собой пол-
ный дифференциал некоторой функции: 
       , , , , , , , ,P x y z dx Q x y z dy R x y z dz du x y z   , 
 
 
   
2 2 2
1 1 1
, ,
2 2 2 1 1 1
, ,
, , , ,
x y z
x y z
Pdx Qdy Rdz u x y z u x y z                  (14) 
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В частности, криволинейный интеграл по замкнутому контуру в этом 
случае равен нулю: 
0
L
Pdx Qdy Rdz   . 
Пример 1. Вычислить криволинейный интеграл по замкнутому контуру 
L
xdx ydy , где L – эллипс 
2 2
2 2
1
x y
a b
  . 
Решение. 
Воспользуемся параметрическими уравнениями эллипса cosx a t , 
siny b t   0 2t   . 
Так как sindx a tdt  , cosdy b t dt , то 
     
2 2
2
0 0
cos sin sin cos cos cosxdx ydy a t a tdt b t b t dt a t d t
 
       
 
2 2 2
2 2 2
2 2
0 0 0
cos sin
sin sin 0
2 2
a t t
b t d t b
  
      . 
Замечание. Условие (9) здесь выполнено (так как 0
P
y



, 0
Q
x



), 
подынтегральное выражение – полный дифференциал функции 
 
2 2
,
2
x y
u x y

 ; 
2 2
2
x y
xdx ydy d
 
   
 
, поэтому по формуле (10) 
   2 2 2 20 0 0 01 0
2
L
xdx ydy x y x y      
  , 
где  0 0 0,M x y  – произвольная точка эллипса. 
 
Пример 2. С помощью формулы Грина вычислить криволинейный ин-
теграл второго рода  2 2 2 2ln
L
x y dx y xy x x y dy     
   , где L – 
контур прямоугольника с вершинами  3,2A ,  6,2B ,  6,4C ,  3,4D . 
Решение. 
Преобразуем сначала этот интеграл по формуле Грина. Поскольку  
  2 2 2 2
2 2
1ln
x
y xy x x y
x yQ
y y
x x x x y
 
      
         
    
  
 
2 2
2 2
1y x y
y
x y
  
 
  
,  
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по формуле (7) имеем:  
 2 2 2 2ln
L
x y dx y xy x x y dy      
    
   
2 2
2
2 2 2 2
1
D D
y x y y
y dxdy y dxdy
x y x y
   
    
     
  , 
где область  D  ограничена контуром L, т.е. прямоугольника ABCD. 
Вычислим полученный двойной интеграл по прямоугольнику ABCD: 
 
6 4 6 6
3
2 2
3 2 3 3
4 656 56
56
3 3 32 3
D
y
y dxdy dx y dy dx dx x         . 
Пример 3. Вычислить    2 21 1
L
I y x dx y xdy    , где контур L – 
окружность 2 2 4x y  , в положительном направлении обхода. 
Решение. 
Для вычисления интеграла воспользуемся формулой Грина: 
   2 2 2 21 1
D D
I y x dxdy x y dxdy       , 
где D  – круг, определенный неравенством 2 2 4x y  . Имеем 
 2 2 3cos ,
sin , 0 2 , 0 2
D D
x dxdy d d
I x y dxdy d d
y
    
  
    

 
    
       
2 2 2
4
3
0 0 0
2
4 2 8
4 0
d d d
 

            . 
Задания. 
1. Вычислить дину дуги 2
1 1
ln
4 2
y x x    1 4x  .  



Ответ:  
1
15 2ln4
4
 .



 
2. Вычислить массу дуги кривой lny x  плотностью 2x  , если кон-
цы дуги определяются следующими значениями 1 3x  , 2 8x  .     



Ответ: 
19
3
.



 
3. С помощью криволинейного интеграла второго рода вычислить 
площадь фигуры, ограниченной первой аркой циклоиды 
 sinx a t t  ,  1 cosy a t   и осью Ox.     



Ответ: 23 a .



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4. Вычислить работу силы  2 2 1 2F x y i xyj   
  
 вдоль дуги пара-
болы 3y x , заключенной между точками  0,0A  и  1,1B . 



Ответ: 
196
105
.



 
5. Применив формулу Грина, вычислить  22
L
y dx x y dy  , где L – 
контур треугольника ABC с вершинами в точках  3,0A ,  3,3B  и 
 0,3C .     



Ответ: 18.



 
6. Вычислить криволинейный интеграл  
   2 2 3 2 23 4 4 3
AB
x y xy dx x x y y dy    , где  1,1B , предварительно 
определив функцию  ,u x y , полным дифференциалом которой 
является подинтегральное выражение. 



Ответ: 2,   3 2 2 3, 2u x y x y x y y c    .



 
 
Домашнее задание. 
1. Вычислить длину дуги линии lnsin
3 2
y x x
  
   
 
. 



Ответ: ln 3 .



 
2. Вычислить массу дуги линии 4y x , 0 1x  ,   5,x y kx  . 



Ответ:  17 17 1
144
b
 .



 
3. Вычислить площадь фигуры, ограниченной осями координат и ду-
гой эллипса 
2 2
2 2
1
x y
a b
  , расположенной в первом квадрате. 



Ответ: 
4
ab
.



 
4. Вычислить площадь области D, ограниченной линиями 2y x  и 
y x .     



Ответ: 
1
3
.



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5. Вычислить работу силы 
2
1
F xi j
y
 
  
 вдоль пути L, L – дуга кривой 
1xy  , 1 4x   (в направлении возрастания параметра).  



Ответ: 
9
2
.



 
6. Применив формулу Грина, вычислить интеграл 
 22
ABCL
y dx x y dy   по контуру треугольника ABC с вершинами 
 2,0A ,  2,2B  и  0,2C .     



Ответ: 
16
3
.



 
7. Вычислить криволинейный интеграл  
   23 4 6 4 4
AB
y y dx xy x y dy    , где  0,1A ,  1,2B  предвари-
тельно определив функцию  ,u x y , полным дифференциалом ко-
торой является подинтегральное выражение. 



Ответ: 14,   2 2, 3 4 2u x y x y xy y c    .



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